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概要 

 液体、気体、プラズマのみならず、初期宇宙において実現されたと考

えられるクォーク・グルーオン・プラズマ（QGP）などのマクロな集団

運動は各々流体モデルによってよく近似される。これらの各流体モデルは

非線形システム方程式によって記述されるため、解析的に厳密解を求める

ことが困難であり、数値解析による研究が必要不可欠である。しかし、流

体方程式においては、衝撃波などの不連続解が存在するため、数値計算が

しばしば破綻する。そのため、流体方程式に対する高精度かつ安定な数値

解法の研究開発は極めて重要な課題である。 

そこで本研究では、流体方程式の基礎となる線形移流方程式に対する各

種数値解法の基本的性質について比較研究することを目的とする。特に本

論文では、高次精度の差分法も含む様々な数値解法に対し von Neumann

の安定性解析を行った。解析の結果から、数値解法の精度と安定性に関す

る議論を行った。 
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１．序論 

 

 

１－１．流体モデル 

 

マクロな集団運動の例として、液体、気体、プラズマ、さらにはクォー

ク・グルーオン・プラズマ（QGP）などが上げられる。これらはすべて

流体モデルによってよく近似され、非線形システム方程式で記述される。 

 

 

 

１－２．数値解法の必要性と課題 

   

非線形システム方程式は解析的に厳密解を求めることは困難である。よ

って数値解析による研究が必要不可欠である。しかし、流体の方程式にお

いては、衝撃波などの不連続解が存在するため、数値計算がしばしば破綻

する。そのため、流体方程式に対する高精度かつ安定な数値解法の研究開

発は極めて重要な課題である。 

 

 

 

１－３．線形移流方程式 

流体方程式の基礎となる線形移流方程式は次のように記述される。 
 

  
              

ただし   は時間  と空間ベクトル   で表される。 

 

 

１－４．目的 

 

本論文では、流体方程式の基礎となる線形移流方程式に対する各種数値

解法の基本的性質について比較研究することを目的とする。 

特に、高次精度の差分法も含む様々な数値解法に対し von Neumannの

安定性解析を行う。 
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２．一次元線形移流方程式 

 時刻 t、位置 xで与えられる物理量を u(t,x)、aを正の定数とおく。こ

のとき一次元線形移流方程式は次のように記述される。 

  

  
  

  

  
          ・・・     式  

これは、流れを表す最も基本的な方程式である。この厳密解は 

               

となる。すなわち、分布の形状を保ったまま、一定の速度 aで移流するこ

とを示す。 
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３．各種線形移流方程式に対する数値解の導出 

 物理量 uおよび時間 t、空間 xの離散値を次のように定義する。 

  
        

                   

  は空間の刻み幅、  は時間の刻み幅、nは時間のスッテプ数、jは空間

のステップ数を表す。これを用いて、(2-1)式の導関数を様々な差分近似に

よって差分化を行う。 

 

 

３－１．FTCS法 

FTCS法は時間一次精度前進差分、空間二次精度中心差分をとる方法で

あり、(2-1)式を、 

  
      

 

  
  

    
      

 

   
   

と置き換える。これを整理して、 

  
      

  
 

 
     

      
   

ここで、 

  
   

  
 

と定義し、 をクーラン数という。これは安定性の観点から、重要な無次

元量である。線形移流方程式(2-1)式において、aは物理的な信号の伝播速

度を表す。一方、
  

  
は数値的な信号の伝播を表す。よって  

  

  
、つまり

   となる時、風上の情報を十分に得られなくなり、その数値解は不安

定になるという性質がある。 

 

 

３－２．Lax法 

Lax法は次のように差分をとる。 

  
    

    
      

 

 
  

  
    
      

 

   
   

これを解くと、 



7 

 

  
      

  
 

 
     

      
   

    
     

      
 

 
 

となり、FTCS法に項が 1つ附随する形となる。 

 

 

 

３－３．風上差分法（一次精度） 

一次精度の風上差分法は時間一次精度前進差分、空間一次精度風上差分

をとる方法であり、(2-1)式を 

  
      

 

  
  

  
      

 

  
   

と置き換える。これを整理して、 

  
      

      
      

   

となる。 

 

 

３－４．風上差分法（二次精度） 

二次精度の風上差分法は時間一次精度前進差分、空間二次精度風上差分

をとる方法であり、(2-1)式を 

  
      

 

  
  

   
       

      
 

   
   

と置き換える。これを整理して、 

  
      

  
 

 
    

       
      

      
  

 
   

  
 

 
      

      
   

となる。 

 

 

３－５．風上差分法（三次精度） 

三次精度の風上差分法は時間一次精度前進差分、空間三次精度風上差分

をとる方法であり、(2-1)式を 

  
      

 

  
  

     
     

       
      

 

   
   

と置き換える。これを整理して、 
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となる。 

 

 

４．von Neumann の安定性解析 

４－１．解析手法 

 

von Neumannの安定性解析の手法として、 

           ・・・・      

という分布の時間発展を考える。（iを虚数単位、kを波数とし、 は虚数

とする）ここで時刻       、空間位置       のときの uを  
 として、

     とおくと、 

  
                         ・・・・      

とおける。uが厳密解をとるとき、 

              
   

とおけ、 

                 
                  

       

               

            
   

  
  

             

 

ここで時刻  と    の振幅の比を 

  
    

  
 

と定義すると、 

            

 は、大きさを   、偏角を として 
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と書けるので、厳密解において、 

 
     
     

  

となる。   は伝わる波の増幅率、 は伝わり方を表す。これらをそれぞれ 

 
          
          

 ・・・・・      

と定義しておく。 

 

 

方法は、(4-2)式を３．で求めた数値解に代入し     を求め、それぞれの分

布の時間発展を、(4-3)式を用いた厳密解における時間発展と比較する。 

また、それぞれの数値解法の間の違いなども議論する。 

 

４－２．安定性解析の性質 

 

  は空間格子幅  で規格化された波数であり、   である。 が 0の時

は、各格子点における離散値  
 が一定であることを示す。 

一方、高周波領域では、伝播する波の波長を とすると、    は  で規

格化された波長である。離散化された系において一波長を表現できる最も

少ない格子数は二つである。つまり、波長が二格子以下の波（     ）

は、離散化された系では原理的に解像できない。解像可能な条件は 

      

  
 

  
   

よって、 について、 

      
  

 
   

  

    
 
  

 
   

 

      

となる。 

以上から、     についてグラフ化して比較する。 
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４－３．FTCS法 

３．で求めた数値解について、安定性解析を試みる。 

 

  
      

  
 

 
     

      
   

に(4-2)式を代入し整理すると、 

    

  
   

 

 
                              

ここで 

    

  
   

より、 

             
       

 
 

                   
  

となる。 

 

 

 

 

４－４．Lax法 

 

  
      

  
 

 
     

      
   

    
     

      
 

 
 

に(4-2)式を代入して、 

    

  
   

 

 
                   

 

 
                    

               

同様に Gをおいて 
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４－５．風上差分法（一次精度） 

  
      

 

  
  

  
      

 

  
   

に、(4-2)式を代入して整理すると、 

    

  
                                      

同様に Gをおくと、 

 
   風上                        

 
 

 風上         
     

         
 

  

 

 

 

４－６．風上差分法（二次精度） 

  
       

  

 
   

  
 

 
      

      
   

に(4-2)式を代入して整理して、 

    

  
   

 

 
                        

    
 

 
                   

 

 
               

同様に Gをおいて 

 
  
 

  
 
             

 

 
                

 

  
 

 
              

 

 

 
 

           
   

 
 
             

  
 
 
               

 

  

となる。 
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４－７．風上差分法（三次精度） 

  
       

 

 
   

  
 

 
      

       
      

   

 

に(4-2)式を代入して整理して、 

    

  
   

 

 
 
 

 
                                

    
 

 
 
 

 
                  

 

 
               

同様に Gをおいて 

 
  
 

  
 
             

 

 
 
 

 
               

 

  
 

 
              

 

 

 
 

           
   

 
 
             

  
 
 
 
 
 
              

 

  

となる。 

 

 

４－８．考察 

 それぞれの解法での結果をグラフにして考察する。 

グラフは   、       （相対位相誤差） を縦軸、 を横軸として、 

それぞれ 

     0.75：紫色   0.5：青色   0.25：緑色 厳密解：赤色 

となる。 
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図４－１FTCS法で求めた数値解の増幅率       と との関係 

        

  

図４－２FTCS法で求めた数値解の相対位相誤差            と との 

関係 
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図４－３Lax法で求めた数値解の増幅率      と との関係 

       

  

図４－４Lax法で求めた数値解の相対位相誤差           と との関係 
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図４－５風上差分法で求めた数値解の増幅率   風上と との関係（緑線は紫線と重なっ

ている。） 

   風上 

  

図４－６風上差分法で求めた数値解の相対位相誤差 風上        と との関係 

 風上         
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図４－７二次精度の風上差分法で求めた数値解の増幅率   風上２と との関係 

   風上２ 

  

図４－８二次精度の風上差分法で求めた数値解の相対位相誤差 風上２        と との関

係 

 風上２         
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図４－９三次精度の風上差分法で求めた数値解の増幅率   風上３と との関係 

   風上３ 

  
図４－１０三次精度の風上差分法で求めた数値解の相対位相誤差 風上３        と との

関係 

 風上３         
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まず、FTCS法では、         となっており、解が発散してしまうので、

不安定な数値解となっている。 

 

 

Lax法では、FTCS法と比べ、        となっており、数値解は発散せ

ず安定となる。しかし           は

 が小さくなるにつれて大きくなるため厳密解からのずれが大きくなる。 

 

 

次に、風上差分法について考える。 

一次精度では   風上   である。高周波領域（ が大きい領域）では 
風上

       

が小さくなり、近似精度が悪くなるが、低周波領域では 1に近く、よく近

似されている。 

 

二次精度では、 が 0.75や 0.5と大きいときに   風上２   となり、不安定

となる。0.25と小さい時は  =1.5付近で   風上２が  に近くなり安定する

が、このとき 風上２        が 1より大きくなってしまうので、不安定とな

る。 

 

三次精度でも、高周波領域を除くと   風上３   となっており、不安定で

ある。高周波領域でも、 風上３        が急激に減少し、結果的に不安定と

なる。 

 

 

 

 

 

以上から、風上差分法においては、精度を上げるとその数値解は不安定に

なる。 
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一次精度の場合、二点間を直線で近似することから数値的な振動が発生

しないが、二次や三次の場合はそれが発生してしまう。そのため、安定性

の変化が起ると考えられる。 

よって、ある時間の物理量 uを決める際に多くの過去（風上）の情報を用

いると、精度はよくなるものの、uの分布に数値的な振動が影響してくる

ことでより不安定になると考えられる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



20 

 

５．まとめ 

本研究では、流体方程式の基礎となる線形移流方程式に対する各種数値

解法の基本的性質について比較研究を行った。さらに、高次精度の差分法

も含む様々な数値解法に対し von Neumannの安定性解析を行い、その結

果から、数値解法の精度と安定性に関する議論を行った。精度の上昇と共

に安定性を欠くという結論に至ったが、実際の数値シュミレーションにお

いては精度は非常に重要であり、ここから安定性をどう高めるかが問題と

なってくる。今後の展望として、その方法の研究を進めることがあげられ

る。 
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