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概要

　高エネルギー重イオン衝突実験によって生成される高温・高密度物質は，極初期宇宙において存在した

と予想されるクォーク・グルーオン・プラズマ (QGP)状態であると考えられており，そのダイナミクス

は粘性が非常に小さい相対論的流体モデルによってよく記述される．近年，相対論的流体シミュレーショ

ン研究が進展してきたが，QGP流体に対する高精度な数値解法の開発は未だ十分ではない．そこで本研

究では，QGP状態方程式を適用した相対論的流体モデルに対する高精度かつロバストな数値解法を開発

し，その精度評価を行う．

　本研究では，QGP 相における大きな物理量変化を数値的に安定に取り扱うため，衝撃波などの大振

幅波を安定に捕獲する近似リーマン解法について検討を行った．特に，接触不連続を平滑化する Local

Lax-Friedrichs 法，HLL(Harten-Lax-van Leer) 近似リーマン解法，および接触不連続を考慮し高い解

像度を持つ HLLC(HLL-Contact)近似リーマン解法を適用した．また，MUSCL(Monotonic Upstream-

Centered Scheme for Conservation Laws)およびWENO(Weighted Essentially Non-Oscillatory)補間

により高次精度化を実現した．1次元問題に対する詳細な精度評価の結果，QGP流体に対する HLLC法

およびWENO補間の有効性を明らかにした．
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第 1章

序論

この章では，本研究のテーマとなるクォーク・グルーオン・プラズマ，相対論的流体力学，そしてその

つながりを概観する．また，章末で本論文の目的と構成を述べる．

1.1 クォーク・グルーオン・プラズマ (QGP)

誕生から間もない宇宙は非常な高温高密度であったと考えられている．その初期宇宙を探ることは物理

学の大きな使命の一つであり，様々な側面から研究が進められている．その中でも，地上において物質を

その状態に近づけることのできる高エネルギー重イオン衝突実験は，宇宙探索の重要な手がかりである．

　量子色力学によれば，単独のクォークは低温，低密度状態では取り出すことができないとされている．

これをクォークの閉じ込めというが，超相対論的速度で衝突する原子核中の核子を構成するクォークは，

衝突による高温・高密度状態においてクォークの閉じ込めから解放され，クォークとグルーオンが強い相

互作用により影響しあう QGP相へと相転移すると考えられる．QGPは外部との圧力差によって外側に

向かって膨張する．膨張と共に温度が下がり，QGP相の相転移温度を下回ると，ハドロンガスへと相転

移する．

1.2 相対論的流体力学

流体全体の運動エネルギーや，内部エネルギーが非常に大きい場合，流体の振る舞いを適切に表すため

には，相対論的な影響を考慮する必要がある．以下，自然単位系を用いて 1＋ 1次元の相対論的流体につ

いて議論する．本研究では，未だ定式化の模索が続く散逸過程を含む方程式については考慮しない．

　流体の静止系で考えたとき，計量テンソル ηµν = (−1, 1)と 1+1元速度 uµ を用いて連続の式は

∂µ(ρu
µ) = 0 (1.1)

である．連続の式は，単位体積内における物理量の保存を表す．ここでは質量密度の保存を連続の式とし

たが，QGP流体を扱う場合，粒子数密度 nµ で考える．なお，その際，粒子の生成，消滅は考慮しない．

エネルギー・運動量の保存はエネルギー運動量テンソル Tµν を用いて

∂νT
µν = 0 (1.2)

となる．エネルギー・運動量テンソルは，Tµν = ρ(1 + p
ρ + ϵ)uµuν + pηµν = ρhuµuν + pηµν で表され

る．ここで hは単位質量あたりのエンタルピー密度，ϵは単位質量あたりのエネルギー密度である．加え
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て，状態方程式
p = p(ρ, ϵ) (1.3)

によって方程式系は閉じる．

　相対論的理想流体の運動学は，粒子，運動量，エネルギーの保存によって支配される．それぞれの保存

則は，
∂U

∂t
+

∂F

∂x
= 0 (1.4)

という双曲形の保存方程式の要素となる．ローレンツ因子 γ = 1/
√
1− v2，圧力 pを用いて

D = ργ (1.5)

m = ρhγ2v (1.6)

τ = ρhγ2 − p (1.7)

とおくと，保存変数のベクトルは，
U = (D,m, τ)T (1.8)

であり，流束ベクトルは，
F = (Dv,mv + p,m)T (1.9)

である．

1.3 QGPと流体力学

図 1.1 重イオンのビームが t=0で衝突したのち，QGPへの相転移が起きる．流体力学は系が熱平衡

に近い状態にある間のみ適用可能である．[13]

QGPの物性を探る研究は様々であるが，その中の一つとして，流体シミュレーションによるものがあ

る．実験では，臨界温度付近の QGPの振る舞いは，クォークとグルーオンの完全流体近いものであると
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いう結果が出ている．相対論的流体モデルは，QGPの局所的な熱平衡を仮定することで，QGPの時空

発展の過程で生じる粒子スペクトルや楕円型フロー等を理解することにおいて成功した．

　しかし，QGP解析への流体力学の適用が進む一方で，近年に至るまで計算の精度に払われる注意はそ

れほど大きくなかった．本研究がQGP流体に対する高精度数値シミュレーションを試みる目的は，QGP

内部における流体不安定性や乱流現象，衝突ごとの初期条件の揺らぎのように，正確な計算のために高い

精度が求められる状態の解析に向けた基礎的研究である．

　本論文では，次章でMITバッグモデルと，それをもとにした状態方程式について述べたのちに，3章，

4章で本研究で用いる近似 Riemann解法およびその高次精度化について述べる．その後，それぞれの解

法，精度を 2つのテスト問題によって評価することにより，高精度でかつ QGP流体の計算を安定に解く

ことができる解法を研究する．
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第 2章

状態方程式

流体の振る舞いは粒子密度，エネルギー，運動量の保存則によって記述されるが，それだけでは方程式

系は閉じない．よって，それらに加えて状態方程式を加えることで閉じた方程式をつくる．

　本研究において，QGPのモデルとしてMITバッグモデルを用いる．このモデルは QGPの性質を単

純ながら的確に表す．

2.1 相対論的理想気体

理想流体を仮定した場合，熱力学から，

p = (Γ− 1)ρϵ (2.1)

となる．ここで，Γは比熱比である．

2.2 MITバッグモデル

図 2.1 MITバッグモデルを表している．ハドロン内部のエネルギー密度 ϵh に対して，外部のエネル

ギー密度は小さくなっている．[7]

本研究においては，最も単純な MIT バッグモデルから導かれる状態方程式を用いた流体シミュレー

ションを行う．MITバッグモデルは，ハドロンの内部と外部の真空を分けてモデル化する．MITバッグ

モデルの描像においては，クォークの質量はゼロとし，クォークとグルーオンは強い相互作用の影響が十

分小さく見積もることのできる領域のつくる「袋」の中で自由に動き回ることができる．
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　ハドロンの形成の結果生じる真空中でのグルーオンの凝縮は，真空のエネルギー密度をおし下げる．そ

れによって，ハドロン内部の真空は，外部よりも高いエネルギー密度を持つことになる．その補正として

バッグ定数を Bとおいて，

ϵ =
37π2

30
T 4 +B (2.2)

で表す．圧力は，

p =
37π2

90
T 4 −B (2.3)

である．これより，バッグモデルにおける圧力とエネルギー密度は，

p =
1

3
(ϵ− 4B) (2.4)

という関係で結ばれる．本研究では，この式を状態方程式として用いる．
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第 3章

近似 Riemann解法

本研究では，衝撃波などの急激な物理量変化の存在する状況を含めた数値シミュレーションを行うた

め，用いる計算スキームは激しい勾配を正確に捉えることのできるものでなくてはならない．そこで，そ

の条件を満たす解法として近似 Riemann解法を選択した．

　本研究で取り扱うスキームは Local Lax-Friedrichs(LLF)スキーム，HLL近似 Riemann解法，HLLC

近似 Riemann解法の 3つである．物理量を平滑化する LLFスキーム，HLL近似 Riemann解法に対し，

接触不連続を考慮した HLLC 近似 Riemann 解法は急な物理量変化の存在するような状況で優れた性能

が期待できる．

　この章の目的は，本研究に用いる近似 Riemann解法を解説することにある．

3.1 Riemann問題

図 3.1 左は Rimann問題の積分経路，右は Riemann問題の初期値 [2]

図 3.1の右のような物理量の不連続が存在する初期値を持つ状態の時間発展を考える問題を Riemann

問題という．

ここで，方程式を差分化するために，時空間を格子点とその境界で分割する．すなわち，時間に対しては

∆t = tn+1 − tn，空間に対しては ∆x = xi+1 − xi のような大きさの格子で分け，その中心を格子点とす

る．図 3.1の左において色付けされている格子内の物理量の保存に関して，図の矢印のような積分経路で
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積分すると， ∫
S

(
∂U

∂t
+

∂F

∂x
)dS =

∫
C

(Udx+ Fdt) = 0 (3.1)

となり，積分を実行すると前式は

Un+1
i −Un

i +
∆t

∆x
[F∗

i+1/2 − F∗
i−1/2] = 0 (3.2)

となる．ここで，時間の格子点番号を下付き，空間を上付きで示した．この式によって，下図のようにあ

る時間ステップの保存変数とその格子境界における流束から次の時間ステップの保存変数を計算する．

図 3.2 格子内の物理量を保存則により計算する．

3.2 近似 Riemann解法

そのような衝撃波が発生した場合に，それを鋭く捉えることのできる解法を衝撃波捕獲法という．その

中で，格子境界の特性速度をの情報を用いて計算を行う方法として，近似 Riemann解法が存在する．

図 3.3 左は Rimann問題の初期値，右はその後の波を表している．[2]

　図 3.3 の左のような不連続な初期条件があった時，その後の解は右のようになる．右の波は 3 種類

に波によって特徴付けられていることがわかる．すなわち，膨張波 (rarefraction wave)，接触不連続

(contact discontinuity)，衝撃波 (shock wave)である．それぞれの波が伝わる速度を特性速度といいい，

a = ∂F (U)
∂U で与えられる．

　格子境界で発生する衝撃波を捉えることは，格子境界ごとに Riemann問題を解くことに他ならない．

近似 Riemann解法は Riemann問題を図 3.4の手順で近似的に解くことにより各時間ステップの物理量

を計算する．
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図 3.4 近似 Riemann 解法の手順を示す．step1 である時間ステップにおける物理量の関数を近似

し，step2において格子境界上で Riemann問題を近似的に解き，step3において次の時間ステップの

物理量を計算する．[4]

3.3 Local Lax-Friedrichsスキーム

（3.2）式における流速として，

F ∗
i+1/2 =

1

2
[f(ui) + f(ui+1)− αi+1/2(ui+1 − ui)] (3.3)

を与えるような解法を Local Lax-Friedrichsスキームという．ここで αは αi+1/2 = max(|ai|, |ai+1)|で
与えられる．本研究で用いる解法の中では最も数値粘性が大きく物理量の変化を抑える傾向が強い．

3.4 HLL 近似 Riemann解法

Schneider et al.[12]では，Harten,Lax,van Leerによる HLL近似 Riemann解法の相対論的流体への

適用がなされている．この手法は単一の中間状態を用いた Riemann問題の近似解に基づいている．すな

わち，格子境界上の状態を，

U =


UL for 0 < aL,

UHLL for aL ≤ 0 ≤ aR,

UR for aR < 0,

(3.4)

図 3.5 近似 Riemann解法における中間状態 : 左は HLLC，右は HLLの状態の取り方を示している．
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に分割する．ここで，aR,aL はそれぞれ最も速い信号と最も遅い信号を表している．ここで

SR = max(0, aR,i−1/2, aR,i+1/2) (3.5)

SL = max(0, aL,i−1/2, aL,i+1/2) (3.6)

を用いると，Uは

U =
SRUR − SLUL − FR + FL

SR − SL
(3.7)

と書くことができる．流束については，

F∗
i+1/2 =

SRFL − SLFR + SRSL(UR −UL)

SR − SL
(3.8)

となる．

3.5 HLLC 近似 Riemann解法

HLLC解法は，HLL解法における中間状態を 2つに分割する．すなわち，図 3.5におけるように S∗ で

UHLLC
L とUHLLC

R に場合分けする．HLLC解法における状態は，

U =


UL for 0 < aL,

UHLLC
L for aL ≤ 0 < a∗,

UHLLC
R for a∗ ≤ 0 ≤R,

UR for aR < 0,

(3.9)

と場合分けすることができる．中間状態と左右の状態の接続条件は Rankine-Hugoniot条件といい，

DHLLC
K (aK − a∗) = DK(aK − v) (3.10)

mHLLC
K (aK − a∗) = mK(aK − v) + p∗ − pK (3.11)

τHLLC
K (aK − a∗) = τK(aK − v) + p∗a∗ − pKv (3.12)

である．ここで Kは Lもしくは Rを表す．この値を用いて，

SR = max(aR,i+1/2, aR,i−1/2) (3.13)

SL = max(aL,i+1/2, aL,i−1/2) (3.14)

とすると，HLLC解法における状態と流束は，

U =
(a∗ − aL)U

HLLC
L + (aR − a∗)U

HLLC
R

aR − aL
(3.15)

a∗F
∗
i+1/2 =

FHLLC
L aR(a∗ − aL) + FHLLC

R aL(aR − a∗)

aR − aL
(3.16)

となる．
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第 4章

高次精度化

ここでは，用いる解法ををより高精度なものにすることを考える．単純化のために一次元の波に関する

移流問題を考える．

4.1 一次精度

移流速度 a(> 0) = constの単純な移流問題を表す方程式

∂U

∂t
+ a

∂U

∂x
= 0 (4.1)

について，時間，空間ともに後退差分を施した，

Un+1
i − Un

i

∆t
+ a

Un
i − Un

i−1

∆x
= 0 (4.2)

Un+1
i = Un

i − a
∆t

∆x
(Un

i − Un
i−1) (4.3)

という式を考える．この式によって移流問題を解くとき，その解法を一次精度の風上差分法という．

ここで，a∆t
∆x はクーラン数といい，数値的な安定性に関して重要な値である．クーラン数を CFL とお

くと，
0 ≤ CFL ≤ 1 (4.4)

がクーラン数の保証する数値解の安定条件である．これをクーラン条件という．この意味は，計算上の流

体の速度が物理的な流体の速度を超えないということであり，非物理的な解を与えないための必要条件で

ある．

　以下の図 4.1は，青のような初期条件の波を一定速度で移流させた時の一次精度風上差分による数値解

を緑で示したものである．境界で周期境界条件を課すことにより，波の終状態は初期条件と一致させるよ

う設定してある．[0.0,1.0]の範囲を格子点数 50で分割した．波は図右側に a=1.0の速度で進み，終時間

は 2.0とした．
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upwind 1th
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図 4.1 一次精度風上差分法による計算．青が初期条件（終状態と一致），緑が計算結果．数値粘性に

より波が潰れる様子が見られる．

4.2 MUSCL

前節で述べた 1次精度は，格子内で物理量が一定とした場合である．すなわち，図 4.2の (a)のように，

ある格子境界上の左右の値は，境界に接する 2つの格子内の平均値をそのまま引き継いだものになる．　

図 4.2 (a)は一次精度，(b)は二次精度による格子境界上の物理量の近似を表す．

それに対してMUSCLは図 4.2(b)のような補間によって，2次精度から 3 次精度の計算を行う．図のよ

うな線形補間では 2次精度であり，2次曲線による補間を用いれば 3次精度が可能である．

格子内の物理量の平均を

Ui =
1

∆x

∫ i+1/2

i−1/2

U(x)dx (4.5)
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で与えた時，格子内の物理量の分布は，

U(x) = Ui +
1

∆x
(x− xi)δiU +

3κ

2(∆x)2
[(x− xi)

2 − (∆x)2

12
]δ2iU (xi−1/2 ≤ x ≤ xi+1/2) (4.6)

で表される．κは，精度によって変わる数で，例えば κ = −1の時 2次精度，κ = 1/3の時 3次精度とな

る．ここで，

δiU =
1

2
(Ui+1 − Ui−1)

δ2iU = ui+1 − 2ui + ui−1

のような差分を考えると，格子境界の値は，境界左を L,右を Rで表し，

(UL)i+1/2 = Ui +
1− κ

4
(Ui − Ui−1) +

1 + κ

4
(Ui+1 − Ui) (4.7)

(UR)i−1/2 = Ui −
1− κ

4
(Ui+1 − Ui)−

1 + κ

4
(Ui − Ui−1) (4.8)

となる

　ここで，数値的安定のために流束制限関数を導入し，

(UL)i+1/2 = Ui +
1− κ

4
Bi−1/2(Ui − Ui−1) +

1 + κ

4
Bj+1/2(Ui+1 − Ui) (4.9)

(UR)i−1/2 = Ui −
1− κ

4
Bi+1/2(Ui+1 − Ui)−

1 + κ

4
Bi−1/2(Ui − Ui−1) (4.10)

と書く．流束制限関数は，物理量の急激な変化に対して精度をおとし，安定性を保つために導入される．

本研究では，

　　　　　・minimod limiter
Bi+1/2 = max(0,min(1, r)) (4.11)

　　　　　・monotonized central limiter

Bi+1/2 = max(0,min(2r, 1),min(r, 2)) (4.12)

　　　　　・Koren limiter

Bi+1/2 = max(0,min(2r, (2 + r)/3, 2)) (4.13)

を用い，その比較も行う．ここで rは，

r =
Un
i − Un

i−1

Un
i+1 − Un

i

(4.14)

である．

　以下が，上で一次精度の場合に用いた問題をMUSCLを用いて解いた時の結果である．一次精度に比

べて終状態を正しく計算できていることを見て取ることができる．
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図 4.3 MUSCL を適用した風上差分法による計算．青が初期条件（終状態と一致），緑が計算結果．

流速制限関数として minimod limiterを用いた．

4.3 WENO

　ここでは，WENOによって 5次精度の解法を実現する．必要なのは，格子上の物理量から，格子境

界の物理量を計算することである．

　WENOの元となった ENOは，5つの格子点上の物理量から 3つの多項式による補間を求め，その中

で最も滑らかなものを採用するという手法であった．すなわち，5つの点を用いるにもかかわらず 3次精

度までしか実現できない．その改良であるWENOでは，その 3 つの多項式に重みをつけ足し合わせるこ

とで 5次精度を達成している．

　ここでは，格子境界の左側の物理量を求める．右側に関しては，左右対称な値をとることで，以下の手

順と同様に得られる．まず，補間関数として，以下の 3つを考える．

U1
L =

1

3
Ui−2 −

7

6
Ui−1 +

11

6
Ui (4.15)

U2
L = −1

6
Ui−1 +

5

6
Ui +

1

3
Ui+1 (4.16)

U3
L =

1

3
Ui +

5

6
Ui+1 −

1

6
Ui+2 (4.17)

それぞれの補間関数の滑らかさは，以下の smoothness indicatorで評価する．

S1 =
13

12
(Ui−2 − 2Ui−1 + Ui)

2 +
1

4
(Ui−2 − 4Ui−1 + 3Ui)

2 (4.18)

S2 =
13

12
(Ui−1 − 2Ui + Ui+1)

2 +
1

4
(Ui−1 − Ui+1)

2 (4.19)

S3 =
13

12
(Ui − 2Ui+1 + Ui+2)

2 +
1

4
(3Ui − 4Ui+1 + Ui+2)

2 (4.20)
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以上を用いて，格子境界左の値は，

(UL)i+1/2 = w1U
1
L + w2U

2
L + w3U

3
L (4.21)

で求まる．ここで，

α1 =
0.1

S1 + ϵ

α2 =
0.6

S2 + ϵ

α3 =
0.3

S3 + ϵ

ϵ = 10−6

(4.22)

であり，αにより

w1 =
α1

α1 + α2 + α3

w2 =
α2

α1 + α2 + α3

w3 =
α3

α1 + α2 + α3

(4.23)

で ω を求める．ϵは，αの発散を防ぐために導入した微小量である．

　以下が，他の精度と同様な問題をWENOを用いて解いた時の結果である．3つの精度の中で終状態を

もっとも正しく表現することが可能である．

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

space

upwind WENO
upwind WENO initial

図 4.4 WENOを適用した風上差分法による計算．青が初期条件（終状態と一致），緑が計算結果．

　以上が数値解法を高精度化する手順である．流体方程式においては，本章で述べた手順をすべての基本

変数に適用することで高次精度化を行う．
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4.4 時間高次精度化

空間の高次精度化の際には，時間方向の高次精度化も重要である．なぜなら，空間を高次精度化する

と，解の安定性のために同程度の時間高次精度化が必要だからである．本研究では，時間高次精度化に

TVD ルンゲクッタ法を用いた．

dU

dt
= L(U) (4.24)

とすると，2次のルンゲクッタ法は，

U (1) = Un +∆tL(Un)

Un+1 =
1

2
Un +

1

2
(U (1) +∆tL(U (1))

(4.25)

であり，3次のルンゲクッタ法は

U (1) = Un +∆tL(Un)

U (2) =
3

4
Un +

1

4
(U (1) +∆tL(U (1))

Un+1 =
1

3
Un +

2

3
(U (2) +∆tL(U (2))

(4.26)

である．2次のルンゲクッタ法は Koren limiterに，3次のルンゲクッタ法はWENOに適用する．
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第 5章

結果

この章では，スキーム，精度を変えた幾つかの計算手法で精度評価を行う．扱うテスト問題は 2つで，

一つは急激な物理量変化の存在する衝撃波管問題，もう一つは粒子密度に関して微小で滑らかな揺らぎが

存在するような問題である．

　評価は L1ノルムという値によって行う．横軸が格子数，縦軸が L1ノルムという対数グラフにプロッ

トした際，精度によって格子数の変化に対する L1ノルムの変化の傾きが異なることが期待される．

5.1 相対論的理想流体に関する評価

この節では，QGPを考慮しない相対論的理想気体について評価を行う．テスト問題としては，以下の

2つの初期条件と終時間について行う．クーラン数は，どちらの問題に対しても 0.2としてある．

(a)衝撃波管問題（Riemann問題）[2]

x軸上に物理量の不連続面がある初期条件でテストを行う．この問題は，コードテストとしてよく用いら

れており，以下のような条件を課す．

(0.0 < x < 0.5) : ρL = 10.0, pL = 13.3, vL = 0.0

(0.5 < x < 1.0) : ρR = 1.0, pR = 1e− 5, vR = 0.0

(b)密度の滑らかな揺らぎ

　もう一つは，密度にガウス関数で表現される揺らぎが存在し，圧力，速度は一定値であるような初期条

件である．圧力，速度が一定であることから，揺らぎは，一定速度で移動していくはずである．初期条件

は以下のように与えた．

ρ = 1.0 + 0.01exp[− (x− 2.0)2

0.12
]

p = 1.0

v = 0.997

精度の評価は，L1ノルムで行う．L1ノルムは，注目する物理量を uとして，

(∆u)L1 =
∑
j

|unumerical
j − uexact

j |/N (5.1)

で定義され，厳密解 uexact
j と数値解 unumerical との差の指標となるものである．本章における L1ノル

ムはすべて粒子密度に対して計算した．
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5.1.1 スキームによる比較

この節では，衝撃波管問題に対して LLF,HLL，HLLCのそれぞれの解法を評価する．

　図 3.1で見られるように，(a)のような初期条件から得られる数値解は以下のようになる．
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 0.6

 0.8

 1

 1.2
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HLLC-1st pressure
HLLC-1st density
HLLC-1st velocity

HLLC-MUSCL density
HLLC-WENO density

exact solution

図 5.1 t=0.5における数値解を示す．N＝ 400, CFL=0.7．

　 L1ノルムは以下のようになる．
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HLLC-1st

図 5.2 異なる格子点に対する L1ノルムの変化を示す．すべてのスキームは 1次精度で評価した．

　この結果より，衝撃波の発生するような状況において，HLLC解法が優れた数値解をもたらすことが

示された．
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表 5.1 図 5.2の値を表に示す．

スキーム 格子数 L1ノルム

LLF-1st 50 7.01e-1

100 4.93e-1

200 3.41e-1

400 2.19e-1

800 1.34e-1

1600 8.24e-2

HLL-1st 50 6.43e-1

100 4.52e-1

200 3.04e-1

400 1.90e-1

800 1.13e-1

1600 6.95e-2

HLLC-1st 50 5.44e-1

100 3.47e-1

200 1.80e-1

400 1.15e-1

800 6.38e-2

1600 4.08e-2

5.1.2 精度による比較

この節では，前節のテスト問題で有用性が示された HLLC解法に関して，1次精度，MUSCL，WENO

という異なった精度で評価を行った．

(a)衝撃波管問題

　 L1ノルムは以下のようになる．
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HLLC-minimod

HLLC-WENO

図 5.3 異なる格子点に対する L1 ノルムの変化を示す．MUSCL については，流束制限関数として

minimod関数を用いた．
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　精度の変化にかかわらず傾きが変化しないのは，高次精度解法が衝撃波付近において，あえて精度を

落とすことで数値的安定を優先しているからである．衝撃波管問題の解は，衝撃波付近以外で単純なもの

であるので，L1の傾きに変化が見られない．
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rr
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HLLC-monotonized central

HLLC-Koren

図 5.4 異なる格子点に対する L1ノルムの変化を示す．流束制限関数として，minimod，monotonized

central，Korenの 3種類を用いた．

　minimod limiterは物理量の変化を抑える働きが強いため，誤差が大きくなる．衝撃波管問題に対し

ては，Koren limiterとMonotonized central limiterは同程度の性能となる．
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表 5.2 図 5.3，図 5.4の値を表に示す．

スキーム 格子数 L1ノルム

HLLC-1st 100 4.84e-1

200 3.09e-1

400 1.72e-1

800 7.48e-2

HLLC-minimod 100 2.48e-1

200 1.32e-1

400 7.03e-2

800 3.83e-2

HLLC-monotnized central 100 2.28e-1

200 9.23e-2

400 5.00e-2

800 2.85e-2

HLLC-Koren 100 1.73e-1

200 9.25e-2

400 4.89e-2

800 2.66e-2

HLLC-WENO 100 1.53e-1

200 8.94e-2

400 4.56e-2

800 2.15e-2

　続いて，粒子密度の揺らぎに対する精度評価を行う．

(b)密度の滑らかな揺らぎ
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図 5.5 t=6.0における数値解を示す．用いた解法は，1次精度，MUSCL，WENOである．MUSCL

の流速制限関数としては minimodを選択した．N=400,CFL=0.2
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　 L1ノルムは以下のようになる．
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図 5.6 異なる格子点に対する L1 ノルムの変化を示す．MUSCL については，流束制限関数として

minimod関数を用いた．

衝撃波に比べ，高次精度化による効果が大きい．
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図 5.7 異なる格子点に対する L1ノルムの変化を示す．流束制限関数として，minimod，monotonized

central，Korenの 3種類を用いた．

　この問題に対しては Koren limiterが良い性能を持っていることがわかる．
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表 5.3 図 5.6，図 5.7の値を表に示す．

スキーム 格子数 L1ノルム

HLLC-1st 50 3.53e-4

100 2.93e-4

200 2.67e-4

400 2.37e-4

800 2.02e-4

1600 1.58e-4

HLLC-minimod 50 3.42e-4

100 2.47e-4

200 1.99e-4

400 1.44e-4

800 8.23e-5

1600 3.44e-5

HLLC-monotonized central 50 3.24e-4

100 2.02e-4

200 1.44e-4

400 7.38e-5

800 3.02e-5

1600 1.30e-5

HLLC-Koren 50 3.24e-4

100 2.01e-4

200 1.41e-4

400 6.28e-5

800 2.05e-5

1600 3.60e-5

HLLC-WENO 50 3.24e-4

100 1.67e-4

200 8.93e-5

400 1.87e-5

800 1.05e-6

1600 3.05e-8

5.2 QGP状態方程式に関する評価

この節では，バッグモデルによる状態方程式を適用した QGP流体に対する HLLC解法の精度評価を

行う．扱うテスト問題は前節と同様である．

　ただ，前節の問題をそのまま QGP流体に対して行うには，バッグ定数の規格化が必要である．本研究

では，バッグ定数を B1/4 = 200MeV とし，QGPの初期条件としてエネルギー密度を 105MeV/fm3 と

した．(2.4)式より，p=1.0に対して B=0.002となる．

まず，衝撃波管問題に関する精度評価を行う．初期条件は同様であるが，終時間は t=0.35とした．以下

の図が t=0.35における結果である．
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図 5.8 t=0.35における数値解を示す．用いた解法は，HLLC解法の 1次精度，MUSCL(minimod)，

WENOである．N＝ 400,CFL=0.2.

　 L1ノルムは以下のようになる．
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図 5.9 異なる格子点に対する L1 ノルムの変化を示す．MUSCL については，流束制限関数として

minimod関数を用いた．

　理想気体と同様に高次精度化による誤差の減少がみてとれる．
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図 5.10 異なる格子点に対する L1 ノルムの変化を示す．流束制限関数として，minimod，mono-

tonized central，Korenの 3種類を用いた．

　衝撃波の存在する解に対しては，Koren limiter と Monotonized central limiter は同程度の性能と

なる．

表 5.4 図 5.9，図 5.10の値を表に示す．

スキーム 格子数 L1ノルム

HLLC-1st 50 5.38e-1

100 3.59e-1

200 3.13e-1

400 2.51e-1

800 2.17e-1

HLLC-minimod 50 4.40e-1

100 2.77e-1

200 2.29e-1

400 1.67e-1

800 1.24e-1

HLLC-monotnized central 50 3.79e-1

100 2.24e-1

200 1.75e-1

400 1.28e-1

800 8.12e-2

HLLC-Koren 50 3.97e-1

100 2.27e-1

200 1.69e-1

400 1.13e-1

800 6.73e-2

HLLC-WENO 50 4.11e-1

100 2.32e-1

200 1.69e-1

400 1.09e-1

800 6.24e-2
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続いて，粒子密度の揺らぎに対する精度評価を行う．

(b)密度の滑らかな揺らぎ

　 t=6.0における移流問題の結果を以下に示す．
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図 5.11 t=6.0における数値解を示す．用いた解法は，1次精度，MUSCL(minimod),WENOであ

る．N=400,CFL=0.2

　数値粘性により，揺らぎが抑えられていることがわかる．L1ノルムは以下のようになる．
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図 5.12 異なる格子点に対する L1ノルムの変化を示す．MUSCLについては，流束制限関数として

minimod関数を用いた．

　高次精度化により誤差を抑えることができている．
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図 5.13 異なる格子点に対する L1 ノルムの変化を示す．流束制限関数として，minimod，mono-

tonized central，Korenの 3種類を用いた．

滑らかな波に対しては，Koren limiterが良い効果を持っていることがわかる．

表 5.5 図 5.12，図 5.13の値を表に示す．

スキーム 格子数 L1ノルム

HLLC-1st 50 3.55e-4

100 2.85e-4

200 3.59e-4

400 2.29e-4

800 1.94e-4

HLLC-minimod 50 3.42e-4

100 2.47e-4

200 1.99e-4

400 1.44e-5

800 8.27e-5

HLLC-monotonized central 50 3.24e-4

100 2.02e-4

200 1.46e-4

400 7.69e-5

800 3.29e-5

HLLC-Koren 50 3.24e-4

100 2.01e-4

200 1.41e-4

400 6.30e-5

800 2.11e-5

HLLC-WENO 50 3.24e-4

100 1.67e-4

200 8.82e-5

400 1.99e-5

800 4.70e-6
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第 6章

結論

本研究は，QGP流体に対する高精度の流体シミュレーションに向けた研究である．扱う対象としては，

相対論的理想気体とバッグモデルをもとにした QGP状態方程式を適用した流体である．

　まず，定性的な議論として，理想気体に対する衝撃波管問題に対する評価により，HLLC近似 Riemann

解法が激しい物理量変化に対して優れていることを確認した．続いて，HLLC解法の精度をあげ，格子点

の数に対する誤差が小さくなることを確認した．そして QGP状態方程式を適用した流体に対しても同様

の傾向を確認することができた．

　次に，計算時間と計算誤差について述べる．1次精度に比べて，5次精度の計算は数倍の時間を要する．

しかし，例えば QGP流体の滑らかな揺らぎの問題に関して，N=800のとき 5次精度が実現する誤差を

1次精度で得ようとすれば，およそ 107 個の格子点を用いなければならない．そのような膨大な数の格子

点を用いることは 1次元の問題でさえ非現実的であるし，2次元，3次元となると，一層その差は開くこ

とになる．

　以上から，QGP流体に対して HLLC解法，高次精度解法が有効であることが確認できた．今後は，多

次元で，より実際の現象に近い状況を用いたシミュレーションを行うことが必要であると考える．
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