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概要 

 

初期宇宙や高エネルギー原子核衝突実験によって実現すると予想されるクォ

ーク・グルーオン・プラズマのダイナミクスは、粘性率が極めて小さい相対論

的流体力学モデルによってよく記述されると考えられている。相対論的流体力

学方程式は高度に非線形な偏微分方程式であるため、解析解を得ることは一般

に困難である。それ故、数値シミュレーションによる解析が不可欠な研究手段

となる。しかし、相対論的流体力学方程式に対する高精度かつ安定な数値解法

は未だ発展途上にある。 

そこで本研究では、流体力学方程式における非線形性と保存性を抽出し。簡

約化した非粘性バーガーズ方程式に対する数値解法の特性について基礎研究を

行った、予備的数値実験から、衝撃波解を正しく再現するためには、保存形式

による風上方の数値解放が必須であることが分かった。続いて、標準的な風上

型数値解法である Roe法をMUSCL法(Monotone Upstream-centered 

Schemes for Conservation Laws)により高次精度化した。MUSCL法に対して

様々な流束制限関数を適用し、精度の比較評価を行った。 
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1． 序論 

 

1－1．バーガーズ方程式 

 初期宇宙や高エネルギー原子核衝突実験によって実現すると予想されるクォ

ーク・グルーオン・プラズマのダイナミクスは、粘性率が極めて小さい相対論

的流体力学モデルによってよく記述されると考えられている。QGPの時間発

展的な性質を理解するために、粘性がない流体の方程式が非粘性バーガーズ方

程式である。 

バーガーズ方程式とはどのようなものか。流体運動を支配する方程式にナビ

エストークスの方程式があるが、それを簡単にしたものにバーガーズ方程式で

ある。1次元のナビエストークスの方程式は 

du

dt
+ u

du

dx
= −

1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ v

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
 

(𝜌 (> 0) : 流体の密度、u (> 0 ) : 流体の速度、p (> 0 ) : 圧力、v (> 0 ) : 粘性

係数) 

と記述できる。1次元のナビエストークスの方程式の圧力項を省略したものが

バーガーズ方程式である。以下に記述する。 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑣

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
 

また、このバーガーズ方程式の粘性係数を無視したものを非粘性バーガーズ方

程式という。 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 0                                                                                                                          (1.1) 

また、非粘性バーガーズ方程式は保存形式と非保存形式で書くことができる。

保存形式の場合、 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑢2

2
) = 0                                                                                                                     (1.2) 

と表すことができる。 

非保存形式の場合、 (1.1)のように表すことができる。 

保存形式と非保存形式の差異については以降に記述することにする。 

 

1－1－2．基本的な概念 

 バーガーズ方程式は、uの値が速度 uで移流する。つまり、図 1－1の sin



関数の波が時間を経ると図 1－2のように変化する。 

 

 

図 1－1 sin関数の波 

 

 

図 1－2 図 1－1の波に衝撃波ができたとき 

 

1－1－3．衝撃波の速度 

 一般のスカラーの保存則の問題は 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑢) = 0                                                                                                                    (1.3) 



と表すことができる。ここで uは密度と定義し、𝑓(𝑢)は流束関数と呼ばれる。

式(1.3)は、微分形であり、(x , t )の積分形は、 

∮(𝑢 𝑑𝑥 − 𝑓 𝑑𝑡) = 0                                                                                                                (1.4) 

である。特性線は、 

𝜆 = 𝑓′(u) =  
𝑑𝑓

𝑑𝑢
                                                                                                                      (1.5) 

である。特性線とは、ある速度で移動する線のことである。衝撃波の速度は、 

𝑆 =  
𝑓𝑢𝑝 −  𝑓𝑑𝑜𝑤𝑛

𝑢𝑢𝑝  −  𝑢𝑑𝑜𝑤𝑛
                                                                                                            (1.6) 

(𝑓𝑢𝑝 , 𝑓𝑑𝑜𝑤𝑛 ∶ 流速関数  ,  𝑢𝑢𝑝, 𝑢𝑑𝑜𝑤𝑛 ∶ 密度 , 𝑢𝑝 , 𝑑𝑜𝑤𝑛 ∶ 定数(𝑢𝑝 > 𝑑𝑜𝑤𝑛) ) 

である。 

ここで簡単な初期値問題を考える。 

 𝑢 = 1  (𝑥 < 0)   , u = 0 (x > 0)                                                                               (1.7)   

するとこれから、図 1－3のようになる。式(1.6)より、 

𝑆 =   
𝑓𝑢𝑝 − 𝑓𝑑𝑜𝑤𝑛

𝑢𝑢𝑝  − 𝑢𝑑𝑜𝑤𝑛
=  

1
2 (𝑢𝑅

2 −  𝑢𝐿
2)

𝑢𝑅 − 𝑢𝐿
=  

1

2
(𝑢𝑅 + 𝑢𝐿)                                                      (1.8) 

𝑢𝑅 , 𝑢𝐿 ∶ 密度 , 𝑅 , 𝐿 ∶ 定数(𝑅 > 𝐿 ) 

となる。つまり、この衝撃波の速度は 
1
2

 である。  

 

図 1－3 衝撃波の速度 

黒線：u=1の特性線、黒点線：u=0の特性線、赤色：衝撃波の特性線 



1－1－4．衝撃波の形成時間 

 衝撃波が形成される時間は、 

t = −
1

min(𝑢′)
                                                                                                                          (1.9) 

で求めることができる。 

ここで、初期値が u =
1

2
sin(2𝜋𝑥) の場合を考える。 

𝑢′ = −2π cos(2𝜋𝑥)                                                                                                               (1.10) 

となり、衝撃波の形成時間は、 

t =
1

2𝜋
                                                                                                                                      (1.11) 

となる。 

 

1－2．数値解法の必要性と課題 

相対論的流体力学方程式は高度に非線形な偏微分方程式であるため、解析解

を得ることは一般に困難である。それ故、数値シミュレーションによる解析が

不可欠な研究手段となる。しかし、相対論的流体力学方程式に対する高精度か

つ安定な数値解法は未だ発展途上にあり、相対論的流体力学方程式に対する高

精度かつ安定な数値解法を発見することが課題である。 

 

1－3．研究目的 

本研究では、第一に相対論的流体力学方程式の非線形性と保存性を抽

出した非粘性バーガーズ方程式に対する数値解法の特性について理解す

るための基礎的研究を行う。 

続いて、標準的な風上型数値解法である Roe法を MUSCL法

(Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws)により

高次精度化を行う。そこでMUSCL 法に対して様々な流束制限関数を適

用し、精度の比較評価を行い、その精度比較の結果から衝撃波間問題で

必要となる流束制限関数を導く。 

 

 

 

 



2． 非粘性バーガーズ方程式に対する差分法 

 

2－1．差分法 

微分方程式の数値解析法の１つである。微分方程式の微分を差分に置き換え

てできる差分方程式を解くことで、元となった微分方程式の近似解を得る方法

である。以下に差分方程式の根拠を示すことにする。 

 空間 1次元で時間的に変化する物理量 uを考え、その厳密解を𝑢(𝑡, 𝑥)とする

と有限体積法によって得られる値𝑢(𝑡, 𝑥)は、厳密解の離散点(n, i)への写像に対

する近似解𝑢(𝑛∆𝑡, 𝑖∆𝑥)である。ここで、差分を体系的に得るためにテイラー展

開を用いる。例として、∆𝑥が十分小さいとする。このとの位置𝑗∆𝑥における物

理量uの値を𝑢𝑖と表すとき、空間的な位置(i + 1)∆xにおける uの値は𝑢𝑖+1は、テ

イラー展開を用いて、 

𝑢𝑖+1 =  𝑢𝑖 + ∆𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

1

2
(∆𝑥)2

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ ⋯                                                                           (2.1) 

と、近似することができる。 

同様にして、𝑢𝑖−1は 

𝑢𝑖−1 =  𝑢𝑖 − ∆𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

1

2
(∆𝑥)2

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ ⋯                                                                           (2.2) 

と、近似することができる。 

式(2.1)より、1階微分に関する全身差分方程式を得ることができる。 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=  

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥)                                                                                                      (2.3) 

また、(2.2)より、1階微分に関する後退差分方程式 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=  

𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥)                                                                                                      (2.4) 

を得ることができる。 

式(2.1)から式(2.2)を引くと、1階微分に関する 2次精度中心差分式 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=  

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1

2∆𝑥
+ 𝑂(∆𝑥)                                                                                                   (2.5) 

を得ることができる。 

また、式(2.1)に式(2.2)を加えると、2階微分の差分式 

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
=  

𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1

(∆𝑥)2
+ 𝑂(∆𝑥2)                                                                                   (2.6) 



を得ることができる。 

このようにして、テイラー展開から差分方程式を得ることができた。 

 

2－2．FTCSスキーム 

FTCSスキームの非保存形式は、式(1.1)の時間微分と空間微分を、 

𝑢𝑡 =
𝑢𝑖

𝑛+1 − 𝑢𝑖
𝑛

∆𝑡
                                                                                                                        (2.7) 

𝑢𝑥 =
𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛

2∆𝑥
                                                                                                                 (2.8)  

で置き換えたものである。ここでは、nは時間刻み、iは x方向の空間位置を

示す。 

つまり、 

𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛

∆𝑡
+ 𝑢𝑖

𝑛 𝑢𝑖+1
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛

2∆𝑥
= 0                                                                                         (2.9) 

となる。 

式(2.9)を変形して、𝑢𝑖
𝑛+1について解くと、 

𝑢𝑖
𝑛+1 =  𝑢𝑖

𝑛 −  
∆𝑡

2∆𝑥
𝑢𝑖

𝑛(𝑢𝑖+1
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛 )                                                                                 (2.10) 

と変形できる。 

 同様に FTCSスキームの保存形式は、式(1.2)の時間微分と空間微分を、非保

存形式と同様に置き換えたものである。つまり、 

𝑢𝑖
𝑛+1 =  𝑢𝑖

𝑛 −  
∆𝑡

2∆𝑥
(
(𝑢𝑖+1

𝑛 )2 − (𝑢𝑖−1
𝑛 )2

2
)                                                                           (2.11) 

となる。 

ここで、
∆𝑡

2∆𝑥
𝑢𝑖

𝑛が 1より大きい場合は、そのスキームは不安定になる。このこ

とは CFL条件と呼ばれている。この条件は、非線形方程式、線形方程式、両

方とも満たさなければならない条件である。 

 

2－2－1．境界条件 

境界部分の計算は上記で述べた方法では求めることはできない。そこで、境

界部分の計算については、以下の観点を用いて求めることにする。𝑢1
𝑛、𝑢𝑖

𝑛が求

まっているとした際に𝑢0
𝑛、𝑢𝑖+1

𝑛 を求める場合に、ノイマン条件を使うと 

𝑢0
𝑛 =  𝑢1

𝑛 , 𝑢𝑖
𝑛 =  𝑢𝑖+1

𝑛                                                                                                             (2.12)  



として求めることができる。 

また、周期条件を使った場合、 

𝑢0
𝑛 =  𝑢𝑖

𝑛 ,  𝑢𝑖+1
𝑛 =  𝑢1

𝑛                                                                                                          (2.13)  

として求めることができる。 

 

2－3．Lax-Friedrichsスキーム 

 Lax-Friedrichsスキームの非保存形式は、式(1.1)の時間微分と空間微分を 

 𝑢𝑡 =
𝑢𝑖

𝑛+1 − (
𝑢𝑖+1

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛

2
)

∆𝑡
                                                                                              (2.14) 

𝑢𝑥 =
𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛

2∆𝑥
                                                                                                                   (2.15) 

と置き換えることができる。これを、𝑢𝑖
𝑛+1について解くと 

𝑢𝑖
𝑛+1 =

𝑢𝑖+1
𝑛 + 𝑢𝑖−1

𝑛

2
−  

∆𝑡

2∆𝑥
𝑢𝑖

𝑛(𝑢𝑖+1
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛 )                                                                (2.16) 

となる。式(2.16)をさらに変形させると 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 −   
∆𝑡

2∆𝑥
𝑢(𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 ) +

(𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛 )

2
                                       (2.17) 

と変形できる。 

 同様に Lax-Friedrichsスキームの保存形式は、式(1.2)を非保存形式と同様に

時間微分と空間微分について変形させる。つまり、 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 −   
∆𝑡

2∆𝑥
(

(𝑢𝑖+1
𝑛 )2

2
−  

(𝑢𝑖−1
𝑛 )2

2
) +

(𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛 )

2
                           (2.18) 

と置き換えることができる。 

 

2－4．一次精度風上差分スキーム 

一次精度風上差分スキームの非保存形式は、式(1.1)の時間微分と空間微分

を、 

𝑢𝑡

=
𝑢𝑖

𝑛+1 − 𝑢𝑖
𝑛

∆𝑡
                                                                                                                    (2.19) 

𝑢𝑥 =
𝑢𝑖

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛

∆𝑥
                                                                                                                      (2.20) 

と置き換えることができる。これを𝑢𝑖
𝑛+1について解くと、 



𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 −   
∆𝑡

∆𝑥
𝑢𝑖

𝑛(𝑢𝑖
𝑛 − 𝑢𝑖−1

𝑛 )                                                                                       (2.21) 

となる。 

 同様に一次精度風上差分スキームの保存形式は、式(1.2)を非保存形式と同様

に時間微分と空間微分について変形させる。つまり、 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 −  
∆𝑡

∆𝑥
 (

(𝑢𝑖
𝑛)2

2
−  

(𝑢𝑖−1
𝑛 )2

2
)                                                                              (2.22) 

と置き換えることができる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3． 差分法の数値計算結果および考察 

 

3－1．FTCSスキーム 

初期条件を次のように設定する。(−1 < x <  −0.5 のとき、u = 1.5 − 0.5 <

x <  1 のとき、u = 0.5) 境界条件は、ノイマン条件とした。 

 

図 3－1の数値結果より、途中で計算が破綻していることが分かる。このこ

とから、FTCSスキームは、不安定なスキームであることが分かる。 

 

図 3－1 FTCSスキームで求めた数値結果 

3－2．Lax-Friedrichsスキーム 

 図3－2で非保存形式と保存形式を比較すると非保存形式の数値結果がガタガ

タであることが分かる。もう少し比較をするために、撃波の変化が一番顕著な

t=1.0 の値でそれぞれ厳密解と比較することにする。 

 図 3－3 と図 3－4 を比較してみると、衝撃波の発生する位置は変わらなかっ

た。 



 

図 3－2 Lax-Friedrichsスキームで求めた数値結果 

右図：保存形式、左図：非保存形式 赤色：t = 0.0 、緑色：t = 0.25、 

青色：t = 0.50 、紫色：t = 0.75、水色：t = 1 .0 

 

 

図 3－3 厳密解と保存形式の比較(Lax-Friedrichsスキーム) 

赤色：数値結果、緑色：厳密解 



 

図 3－4 厳密解と非保存形式の比較(Lax-Friedrichsスキーム) 

赤色：数値結果、緑色：厳密解 

 

3－3．一次精度風上差分スキーム 

 図 3－5 で保存形式と非保存形式を比較すると、t の増加率に対する、x の増

加率が保存形式と非保存形式で違うことが分かる。 

 保存形式と非保存形式の衝撃波のできる位置をそれぞれ厳密解と比較すると、 

図 3－6と図 3－7より保存形式が厳密解の軌跡に近いことが分かる。 

 さらに、図 3－3と図 3－6を比較することで、厳密解の軌跡を表現している

のは風上差分であるということが分かる。 

 よって、一次精度風上差分スキームは Lax-Friedrichsスキームより精度が良

いことが分かる。よって、Lax-Friedrichsスキームが保存形式と非保存形式の

差異があまりなかった点は、精度が悪いからという結論に至った 

 

 



 

図 3－5 一次精度風上差分スキームで求めた数値計算結果 

右図：保存形式、左図：非保存形式 赤色：t = 0.0 、緑色：t = 0.25、 

青色 ： t = 0.50 、紫色：t = 0.75、水色：t = 1 .0 

 

 

 

図 3－6 厳密解と保存形式の比較(一次精度風上差分スキーム) 

赤色：数値計算結果、緑色：厳密解 

 



 

図 3－7 厳密解と非保存形式の比較(一次精度風上差分スキーム) 

赤色：数値計算結果、緑色：厳密解 

 

3－4．保存性 

一次精度風上差分スキームを用いて、周期境界条件で保存形式と非保存形式

の差異を見ていくことにする。 

バーガーズ方程式の厳密解が 

S =  ∫ 𝑢 𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
𝑥𝑚𝑎𝑥

𝑥𝑚𝑖𝑛

                                                                                                       (3.1) 

を満足する。しかし、図 3－8で計算された非保存形式は S が変化してい

る。この結果から非保存形式と保存形式とは、差異があることが分かる。つま

り、保存性の式を満たしている保存形式を使わなければならないことが分かっ

た。 

 



 

図 3－8 保存性の比較 

赤色：保存形式、緑色：非保存形式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4． 有限体積法 

 

4－1．基本的な概念 

非粘性バーガーズ方程式 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 0                                                                                                                          (4.1) 

の形を変形すると、 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= 0                                                                                                                              (4.2) 

と書き直せる。ここで、 

𝑓 = 𝑢𝑢𝑥                                                                                                                                        (4.3) 

である。 

 式(4.2)を図 4－1の四角で囲った領域(𝑥𝑖−1 < x <  𝑥𝑖+1 )にける保存量 uの時

間変化を求める。 

方程式(4.2)をx = 𝑥𝑖−1/2から x = 𝑥𝑖+1/2まで積分すると 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑢𝑑𝑥 +  𝑓 (𝑥𝑖+1/2) 

𝑥𝑖+1/2

𝑥𝑖−1/2
− 𝑓 (𝑥

𝑖−
1

2

) = 0                                                                  (4.4)

したがって、保存量 uの積分量 

𝑢𝑖
𝑛 =   ∫ 𝑢(𝑥 , 𝑡𝑛)

𝑥𝑖+1/2

𝑥𝑖−1/2

 𝑑𝑥                                                                                                     (4.5) 

の時間変化は、この時間内に左右の境界を通って出入りする流束の差に等しい

ため、 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 −   
∆𝑡

∆𝑥
(𝑓𝑖+1/2

𝑛 − 𝑓𝑖−1/2
𝑛 )                                                                                  (4.6) 

を求めことができる。 

𝑓は数値流束と呼ばれている。各種差分スキームの差分式から数値流束を求め

ることができる。以下に各種差分スキームについて求めることにする。 

 

・FTCS スキーム 

𝑓𝑖+1/2
𝑛 =

1

2
(𝑓𝑖+1

𝑛 + 𝑓𝑖
𝑛)                                                                                                             (4.7) 

               =
1

2
 (

(𝑢𝑖+1
𝑛 )2

2
+ 

(𝑢𝑖
𝑛)2

2
)                                                                                            (4.8) 



 

・Lax-Friedrichs スキーム 

𝑓𝑖+1/2
𝑛 =

1

2
(𝑓𝑖+1

𝑛 +  𝑓𝑖
𝑛)  −

1

2
  

∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 −  𝑢𝑖
𝑛)                                                                   (4.9) 

             =
1

2
 (

(𝑢𝑖+1
𝑛 )2

2
+  

(𝑢𝑖
𝑛)2

2
) −

1

2
  

∆𝑡

∆𝑥
(𝑢𝑖+1

𝑛 −  𝑢𝑖
𝑛)                                                  (4.10) 

 

・Roeスキーム 

𝑓𝑖+1/2
𝑛 =

1

2
(𝑓𝑖+1

𝑛 + 𝑓𝑖
𝑛)  −

1

2
  |

𝑢𝑖+1
𝑛 +  𝑢𝑖

𝑛

2
| (𝑢𝑖+1

𝑛 −  𝑢𝑖
𝑛)                                               (4.11) 

             =
1

2
(
(𝑢𝑖+1

𝑛 )2

2
+  

(𝑢𝑖
𝑛)2

2
) −

1

2
  |

𝑢𝑖+1
𝑛 +  𝑢𝑖

𝑛

2
| (𝑢𝑖+1

𝑛 −  𝑢𝑖
𝑛)                                  (4.12) 

 

・一次精度風上差分スキーム 

𝑓𝑖+1/2
𝑛 =

1

2
(𝑓𝑖+1

𝑛 + 𝑓𝑖
𝑛)  −

1

2
  (

1

2
|𝑢𝑖+1

𝑛 |𝑢𝑖+1
𝑛 −  

1

2
|𝑢𝑖

𝑛|𝑢𝑖
𝑛)                                           (4.13) 

             =
1

2
(
(𝑢𝑖+1

𝑛 )2

2
+  

(𝑢𝑖
𝑛)2

2
) −

1

2
  (

1

2
|𝑢𝑖+1

𝑛 |𝑢𝑖+1
𝑛 −  

1

2
|𝑢𝑖

𝑛|𝑢𝑖
𝑛)                              (4.14) 

 

 

図 4－1 格子境界を通る流束について 

 

4－2．Roeスキームと一次精度風上差分スキーム 

 一次精度風上差分スキームはセル中心の特性速度𝑢𝑖を利用してセル境界にお

ける数値流束の風上化を行っている。 

 一方、セル境界における特性速度𝑢𝑖+1/2を用いて数値流束の風上化を行うこ

ともできる。特に Roeスキームでは、𝑢𝑖+1/2をセル境界における衝撃波速度に

よって近似される。 



𝑢𝑖+1/2 =
(𝑓𝑖+1 −  𝑓𝑖)

(𝑢𝑖+1 −  𝑢𝑖)
 

となる。なお、線形移流方程式においては特性速度が一定のため、一次精度風

上差分スキームと Roeスキームは完全に一致する。 

 

 
図 4－2 一次精度風上差分スキームと Roeスキーム 

左図：一次精度風上差分スキーム、右図：Roeスキーム 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5． 数値流束を利用した数値計算結果および考察 

  

ここでは、初期条件を以下のように統一する。領域範囲が 

 0.0 < x < 1.0 , 0.0 < t < 1.0  である。 

0.0 < x < 0.25 のとき u = 1.0 , 0.25 < x < 1.0 のとき、 u = 0.0 とする。 

 境界条件はノイマン条件とする。 

 

5－1．衝撃波  

FTCSスキームに関しては、先の式(4.8)を利用して、数値計算を行う。する

と、式(2.11)と同じになることが分かった。よって、数値結果は、図 3－1と同

様である。 

 

図 5－1と図 5－2、図 5－3の比較から、Lax-Friedrichsスキームは ROEス

キーム、一次精度風上差分スキームより精度が低いことが分かる。 

Roeスキームと一次精度風上差分の比較については、ほとんど同じ精度のよう

に思える。そこで誤差から判断することにする。 図 5－4の誤差値からも分

かるように Lax-Friedrichsスキームの誤差が Roeスキームと一次精度風上差

分スキームより大きいことが分かる。Roeスキームと一次精度風上差分スキー

ムに関しては、同じ値をとっている。 

 つまり、衝撃波の精度に関しては Roeスキームと一次精度風上差分スキーム

の差異が無く、Lax-Friedrichsスキームの精度は他 2つより悪いことが分かっ

た。 

 

 



 

図 5－1  Lax-Friedrichsスキームと厳密解の比較(t=0.8) 

赤色：数値計算結果、緑色：厳密解 

 

図 5－2 Roeスキームと厳密解の比較(t=0.8) 

赤色：数値計算結果、緑色：厳密解 

 

 



 

図 5－3 一次精度風上差分スキームと厳密解の比較(t=0.8) 

赤色：数値計算結果、緑色：厳密解 

 

 

図 5－4 衝撃波に関する誤差 

赤色：Roeスキーム、緑色：一次精度風上差分スキーム、 

青色：Lax-Friedrichsスキーム 

 

 

 



5－2．膨張波 

 初期条件、領域範囲を以下のように設定する。 

領域範囲 0.0 < x < 1.0 , 0.0 < t < 1.0 

初期条件  0.0 < t < 0.5 のとき u = 0.0 , 0.5 < t < 1.0 のとき、 u = 1.0  

境界条件はノイマン条件とする。 

 図 5－5より、膨張波でも FTCSスキームは不安定になることがわかる。 

図 5－6、図 5－7、図 5－8 より、Lax-Friedrichs スキームが Roe スキーム、

一次精度風上差分スキームよりも精度が悪いことは簡単に分かる。 

次に、Roeスキームと一次精度風上差分スキームの膨張波を比較してみる。

図 5－9より、Roeスキームに比べ、一次精度風上差分スキームは大きな広が

りがある。よって、厳密解とのずれが一次精度風上差分スキームのほうが大き

くなった。つまり、Roeスキームのほうが一次精度風上差分スキームよりも精

度が良いことが分かる。 

 

 

図 5－5 FTCSスキームの計算結果 

 



 

図 5－6 Lax-Friedrichsスキームと厳密解の比較(t=0.4) 

赤色：Lax-Friedrichsスキーム 、緑色：厳密解 

 

 

図 5－7 Roeスキームと厳密解の比較(t=0.4) 

赤色：Roeスキーム、緑色：厳密解 



 

図 5－8 一次精度風上差分スキームと厳密解の比較(t=0.4) 

赤色：一次精度風上差分スキーム、緑色：厳密解 

 

 

図 5－9 一次精度風上差分スキームと Roeスキームと厳密解の比較(t=0.4) 

赤色：一次精度風上差分スキーム、緑色：Roeスキーム、青色：厳密解 

 



5－3． 𝐮(𝐱 , 𝐭＝𝟎) =
𝟏

𝟐
+ 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝝅𝒙) 

 

図 5－10より、Lax-Friedrichsスキームが Roeスキームと一次精度風上差

分スキームよりも悪いことが分かる。図 5－10では、Roeスキームと一次精度

風上差分スキームについては、同じような結果である 

 図 5－11より、初期の値を比較すると若干、一次精度風上差分スキームのほ

うが Roeスキームよりも精度が良いことが分かる。しかし、プロット数を増や

していくと両スキームとも精度が同じ値になっていることが分かる。 

  

 

図 5－10 厳密解と各種数値解法の結果 (t=0.3) 

赤色：厳密解、緑色：Lax-Friedrichsスキーム、青色：Roeスキーム、 

紫色 ： 一次精度風上差分スキーム 

 

 



 

図 5－11 各種数値解法の誤差 

赤色：Lax-Friedrichsスキーム、緑色：Roeスキーム、 

青色：一次精度風上差分スキーム 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6． MUSCL法 

 

6－1．基本的な概念 

 MUSCL法とは、高精度化を維持する方法である。一次精度風上差分スキー

ムが TVD条件を満たすため単調整を維持することに着目し、その性質を妨げ

ない非線形補間法を利用する。つまり、i + 1/2の右と左の物理量 uの状態

(𝑢𝐿, 𝑢𝑅)を囲むいくつかの位置での物理量から内挿によってきめ、それを用いて

数値流束を計算する。 

 

6－1－1．TVD条件 

線形のスキームにおいては単調スキームと単調整を維持できるスキームは同

じである。しかし、非線形のスキームになると単調整を維持できなくなる。こ

の単調であるという条件を緩めて、全変動が増加しない。全変動は 

TV(𝑢𝑛) =  ∑|𝑢𝑖+1
𝑛 ー𝑢𝑖

𝑛|

𝑖

                                                                                                      (6.1) 

として表すことができる。 

線形方程式と非線形方程式は、安定解析に von Neumannの解析方法がある。

非線形の保存形式の方程式においても安定解析が必要であり、そのために導入

されたのが、TV – stability という概念である。この概念の条件は、全変動が

tと∆xについて一様有界であることであるが、実質的には全変動が増加しない

ことと考える。つまり、 

TV(𝑢𝑛+1) ≤ 𝑇𝑉 (𝑢𝑛)                                                                                                               (6.2) 

のように表すことができる。これを TVD条件と呼ぶ。 

 

6－1－2．線形補間法 

 線形補間法は、ある関数値から、それらの中間の関数値を近似値で算出する

方法である。 

 

6－2．計算方法 

 図 6－1を参考にして説明する。このとき分かっているのは、格子点上の物



理量 uの値、つまり𝑢𝑖−2, 𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1などである。有限体積法では、物理量を 

格子点上の値ではなく、それを囲むセルの代表値として定義されている。この

定義理由は、セル内で物理量がセル内で一定であるということ考えからであ

る。セル内で一定であると仮定することは、一次精度の近似に相当する。仮に

物理量がセル内を一定の分布であるならば、この近似精度の結果は正しい。一

次精度と同様に考えていくと二次精度、三次精度も求めることができる。二次

精度の場合、セル内で線形を仮定すると、線形な物理量分布に対しては、完全

な解の射影を求めることができる。三次精度の場合、セル内で二次曲線の分布

を仮定すれば、求めることができる。セル内の物理量の分布は 

u(x) =  𝑢𝑖 +
1

∆𝑥
(x − 𝑥𝑖)𝛿𝑖𝑢 +  

3𝛽

2(∆𝑥)2
 [(x − 𝑥𝑖)

2 −  
(∆𝑥)2

12
] 𝛿𝑖

2𝑢                              (6.3) 

(𝑥𝑖−1/2 ≤  x ≤ 𝑥𝑖+1/2) 

ただし、 

𝑢𝑖 =  
1

∆𝑥
∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑥                                                                                                           (6.4)

𝑖+1/2

𝑖−1/2

 

と表すことができる。これは、一次精度ではセル内を一定の分布を示している

からである。𝛽 = 1/3のとき、これは、二次曲線の分布となり、三次精度を与

える。差分表示を以下のようにとるとすれば、 

𝛿𝑖𝑢 =
1

2
 (𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1)                                                                                                                     

𝛿𝑖
2𝑢 = 𝑢𝑖+1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖−1                                                                                                     (6.5)  

セル境界での物理量は 

(𝑢𝐿)𝑖+1/2 =  𝑢𝑖 +  
1

2
𝛿𝑖𝑢 +  

𝛽

4
𝛿𝑖

2𝑢                                                                                                 

                =  𝑢𝑖 + 
1

4
(1 − 𝛽 )(𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1) +  

1

4
(1 +  𝛽)(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖)                          (6.6) 

(𝑢𝑅)𝑖+1/2 =  𝑢𝑖+1 −  
1

2
𝛿𝑖+1𝑢 +  

𝛽

4
𝛿𝑖+1

2 𝑢                                                                                       

         =  𝑢𝑖+1 −  
1

4
(1 + 𝛽 )(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) −  

1

4
(1 −  𝛽)(𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖+1)                   (6.7) 

となる。Lと Rは境界の左、右の値を示している。ここで、一次精度と高次精

度を使い分けるために、パラメーターεを導入して示す。 

(𝑢𝐿)𝑖+1/2 =  𝑢𝑖 +
𝜀

4
[(1 − 𝛽 )(𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1) +  (1 +  𝛽)(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) ]                            (6.8) 

(𝑢𝑅)𝑖+1/2 =  𝑢𝑖+1 −  
𝜀

4
[(1 + 𝛽 )(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) + (1 −  𝛽)(𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖+1) ]                  (6.9) 



二次精度を求めたいときには、β =  −1 , ε = 1のときに 

(𝑢𝐿)𝑖+1/2 = 𝑢𝑖 +
1

2
 (𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1)                                                                                         (6.10) 

(𝑢𝑅)𝑖+1/2 =  𝑢𝑖+1 −  
1

2
 (𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖+1)                                                                              (6.11) 

となり、二次精度を表していることが分かる。 

 このようにすることで内、外挿の係数を選ぶことで、一次から三次までの精

度のない内挿法を定義できる。内挿法を用いてセル境界での物理量を評価で

き、それを利用することで流束を、 

𝑓𝑖+1/2 =
1

2
 [(𝑐𝑢)𝑅 +  (𝑐𝑢)𝐿 − (|𝑐|𝑢𝑅 −  |𝑐|𝑢𝐿 )]                                                      (6.12) 

と評価すると高次精度の Roeスキームを定義できる。 

式(6.12)は、線形方程式なので、Roeスキームに直すと、 

𝑓
𝑖+

1
2

=
1

2
 [(

1

2
∗ 𝑢𝑅

2) + (
1

2
∗ 𝑢𝐿

2)] − 
1

2
  |  

1

2
(𝑢𝑅 + 𝑢𝐿)| (𝑢𝑅 − 𝑢𝐿)                       (6.13) 

式(6.13)に𝑢𝐿、𝑢𝑅は式(6.8)、(6.9)と同じで各々の流束制限関数を代入すること

で、数値流束を求めることができる。 

 

 

 

 

図 6－1 セル内の物理量分布の精度 



6－3．流束制限関数 

 式 6.8と式 6.9の右辺第 2項を次のように補正すると、 

(𝑢𝐿)𝑖+1/2 =  𝑢𝑖 +
𝜀

4
[(1 − 𝛽 )𝐵𝑗−1/2(𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1) +  (1 +  𝛽)𝐵𝑗+1/2(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) ]   (6.13) 

(𝑢𝑅)𝑖+1/2 = 𝑢𝑖+1 −
𝜀

4
[(1 + 𝛽 )𝐵

𝑗+
1
2

(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) + (1 −  𝛽)𝐵
𝑗+

3
2

(𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖+1)] (6.14) 

ここで導入した𝐵𝑗+1/2を流束制限関数と呼ぶ。 

この制限関数を変化させていくことで、1次から 3次精度までの値を得ること

ができる。このとき𝑟𝑗は次のように表される。 

𝑟𝑗 =
𝑢𝑗

𝑛 − 𝑢𝑗−1
𝑛

𝑢𝑗+1
𝑛 − 𝑢𝑗

𝑛                                                                                                                       (6.15) 

・minmod limiter 

𝑩𝒋+𝟏 = max [0, min (1, r)] 

 

・superbee limiter 

𝑩𝒋+𝟏 = max [0, min(2r, 1) , min (r, 2)] 

・monotonized limiter 

𝑩𝒋+𝟏 = max [0, min (2r, 0.5(1 + r), 2)] 

・Koren limiter 

𝑩𝒋+𝟏 = max [0, min (2r, (2 + 1r)/3,2)] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7． MUSCL法を用いた高精度化 

今後の記述で、高精度化を行うスキームは Roeスキームである。 

 

７－１．衝撃波 

 厳密解とそれぞれの流束制限関数について比較していくことにする。 

図 7－2より、流束制限関数の無い一次精度が流束制限関数のある数値解法よ

りも精度が悪いことが分かる。このことから流束制限関数が必要であることが

分かった。しかし、衝撃波に関しては、流束制限関数を変えてもあまり差異が

ないように見える。 

 次にそれぞれの誤差を比較する。 

図 7－3から衝撃波に関しては、流束制限関数を変えてもほとんど差異が無い

ことが分かった。その理由として、図 7－4から衝撃波が一次精度であること

が分かった。 

 

 

図 7－1 厳密解と 2次精度 

赤色：厳密解、緑色：minmod limiter、 青色：superbee limiter、 

紫色：monotonized liniter  

 



 

図 7－2 精度比較 

赤色：厳密解、緑色：一次精度、青色：superbee limiter、 

紫色：Koren liniter  

 

 

 

 

図 7－3 2次精度の誤差 

赤色：minmod limiter、緑色：superbee limiter、青色：mononized limiter    

 

 



 

図 7－4 精度ごとによる誤差比較 

赤色：一次精度、緑色：superbee limieter、 青色：Koren limiter、紫色：x   

 

7－2．𝐮(𝐱 , 𝐭) =
𝟏

𝟐
+ 𝒔𝒊𝒏(𝟐𝝅𝒙) 

tを 0.1 , 0.2 , 0.3 と分けて分析する。 

時間を分けた理由は、衝撃波のできる前とできた後での精度を比較するためで

ある。 

 

T＝0.1 

図 7－6より 1次精度と 2次精度と 3次精度はあまり差異が無いように見られ

る。しかし、誤差で 2次精度と 3次精度について比較すると、図 7－8より波

の点数を増やすごとの精度が 1次精度よりも 2次精度、3次精度のほうが良

い。1次精度の誤差は、x の 1乗になり、2次精度、3次精度の誤差は xの 2

乗になることが分かった。 



  

図 7－5 厳密解と流束制限関数の比較(2次精度)(t＝0.1) 

赤色：minimod limiter、緑色：superbee limiter、 

青色：mononized limiter、紫色：厳密解 

 

 

図 7－6 厳密解と精度比較(t＝0.1) 

赤色：一次精度、緑色：superbee limiter、青色：Koren limiter、 

紫色：厳密解  

 



  

図 7－7 2次精度の誤差(t＝0.1) 

赤色：minimod limiter、緑色：superbee limiter、青色：mononized limiter 

 

 
図 7－8 誤差の精度比較(t=0.1) 

赤色：一次精度、緑色：superbee limiter、青色：Koren limiter、紫色：𝑥 、

水色：𝑥2 

 

T=0.2 

 図 7－10、1次精度と 2次精度、3次精度の間には、少し差異があるように

見られる。図 7－12の誤差を比較すると誤差の大きさは 1次精度のほうが 2次



精度、3次精度よりも悪いことが分かる。しかし、2次精度も 3次精度も図 7

－8のような xの 2乗に誤差精度がならないことが分かる。 

 

  

図 7－9 厳密解と流束制限関数の比較(2次精度)(t＝0.2) 

赤色：minimod limiter、緑色：superbee limiter、青色：mononized limiter、

紫色：厳密解  

 

 

図 7－10 厳密解と精度比較(t＝0.2) 

赤色：一次精度、緑色：superbee limiter、青色：Koren limiter 

紫色：厳密解  



 

  

図 7－11 2次精度の誤差(t＝0.2) 

赤色：minimod limiter、緑色：superbee limiter、青色：mononized limiter  

 

 

図 7－12 誤差の精度比較(t=0.2) 

赤色：一次精度、緑色：superbee limiter、青色：Koren limiter、紫色：𝑥  

 

T=0.3 

 t＝0.2のときと同様に、図 7－14より、1次精度と 2次精度、3次精度の間

には、少し差異があるように見られる。図 7－16の誤差を比較すると誤差の大

きさは 1次精度のほうが 2次精度、3次精度よりも悪いことが分かる。しか



し、2次精度も 3次精度も図 7－8のような xの 2乗に誤差精度がならないこ

とが分かる。 

    

図 7－13 厳密解と流束制限関数の比較(2次精度)(t＝0.3) 

赤色：minimod limiter、緑色：superbee limiter、 

青色：mononized limiter、紫色：厳密解 

 

図 7－14 厳密解と精度比較(t＝0.3) 

赤色：一次精度、緑色：superbee limiter、青色：Koren limiter、 

紫色：厳密解  

 



   

図 7－15 2次精度の誤差(t＝0.3) 

赤色：minimod limiter、緑色：superbee limiter、青色：mononized limiter 

 

 

図 7－16 誤差の精度比較(t=0.3) 

赤色：一次精度、緑色：superbee limiter、青色：Koren limiter、紫色：𝑥  

 

時間ごとの比較 

 minimod limiter で時間ごとの精度を比較する。図 7－17より衝撃波ができ

る前には、2次精度、3次精度は意味を成す。しかし、衝撃波ができた後に



は、誤差を抑えることはできるが、誤差の精度は 1次精度と変わらないことが

分かった。 

 

 

図 7－17 時刻ごとの精度比較 (minimod limiter) 

赤色：t = 0.1、緑色：t=0.2、青色：t=0.3、紫色：𝑥 、水色：𝑥2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



結論 

 

差分方程式、有限体積法から、非保存形式と保存形式の違いについて言及し

た。その結果、保存形式との差異がはっきりあり、保存形式を使わなければな

らないことが分かった。 

 差分方程式については、一次精度風上差分スキームが Lax-Friedrichsスキー

ムより精度がいいことが分かる。 

 有限体積法については、衝撃波と膨張波について調べた。その結果、衝撃波

に関しては、一次精度風上差分スキームと Roeスキームが同じくらいの精度の

良さを示し、Lax-Friedrichsスキームがその 2つより精度が低いことが分かっ

た。膨張波に関しては、Roeスキームと一次精度風上差分スキームの精度比較

を行なうことができ、Roeスキームが一次精度風上差分スキームよりも精度が

良いことが分かった。 

 初期値をu(x , t) =
1

2
+ 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑥)の場合も同様に一次精度風上差分スキームと

Roeスキームが同じくらいの精度の良さを示し、Lax-Friedrichsスキームがそ

の 2つより精度が低いことが分かった。 

FTCSスキームに関しては、差分方程式、有限体積法ともに不安定なスキー

ムになる。 

 MUSCL法については、衝撃波では高次精度化は誤差を抑えるだけで、誤差

の精度は一次精度のままであった。つまり、数値流束間が uで一定であること

が分かった。 

 初期値をu(x , t) =
1

2
+ 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑥)の場合、衝撃波発生前の高次精度化は、誤差

の精度を良くする働きがあることが分かった。しかし、衝撃波発生後は、誤差

の精度は 1次精度のときと同様であった。このことから、流束について表すの

に、高次精度化する必要性はある。 

 初期値をu(x , t) =
1

2
+ 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑥)の場合、衝撃波発生前 3次精度が 2次精度に

なった理由は、時間方向を 2次精度にしていたためである。時間方向と空間方

向は CFL条件の式から、時間精度∝空間精度となる。このため、3次精度が 3

次精度化されなかったのである。 

今後は、衝撃波の形成後に精度が落ちない方法を検討する必要がある。 
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